
Íåáîëüøîå ïîÿñíåíèå ê ïîêàçàòåëþ Ëÿïóíîâà

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ÎÄÓ:

dx

dt
= λx

Åãî ðåøåíèå x ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = x0 áóäåò èìåòü âèä:

x(t) = x0e
λt

Åñëè òåïåðü ðàññìîòðåòü ðåøåíèå x̃ ñ âîçìóùåííûì íà÷àëüíûì óñëî-

âèåì x̃(0) = x0 + δx0, îíî áóäåò èìåòü âèä:

x̃(t) = (x0 + δx0)eλt

Äëÿ ðàçíîñòè ýòèõ ðåøåíèé δx = x̃− x áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

d

dt
δx = λ · δx, δx(0) = δx0

δx(t) = δx0e
λt

Ïðè ýòîì âåëè÷èíà λ íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà è ïðè λ > 0

õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü ðàñõîæäåíèÿ áëèçêèõ òðàåêòîðèé: çà âðåìÿ

t = 1/λ ðàñõîæäåíèå òðàåêòîðèé óâåëè÷èâàåòñÿ â e ðàç, ýòî âðåìÿ

íàçûâàåòñÿ âðåìåíåì Ëÿïóíîâà (òàêæå óäîáíî èñïîëüçîâàòü âðåìÿ

t = ln 2/λ, çà êîòîðîå ðàñõîæäåíèå óâåëè÷èâàåòñÿ â 2 ðàçà); ïðè λ <

0, ñîîòâåòñòâåííî, òðàåêòîðèè ñõîäÿòñÿ äðóã ê äðóãó.

λ ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ðåøåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λ =
1

t
ln
δx(t)

δx(0)

ïðè ýòîì â ëèíåéíîì ñëó÷àå ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò δx0 è t è òî÷êè

x0, îêðåñòíîñòü êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ.

1



Â îáùåì ñëó÷àå íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé íà äîñòà-

òî÷íî áîëüøîì âðåìåíè ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ îò çà-

äàííîé òî÷êè x0, ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé

x(t) = F (t;x0) (êîòîðîå ìîæåò, íàïðèìåð, îòâå÷àòü ðåøåíèþ êàêîãî-

òî ÎÄÓ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0) ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ìîæíî îïðå-

äåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λ(x0) = lim
t→∞

1

t
ln lim

δx→0
|F (t;x0 + δx)− F (t;x0)

δx
| = lim

t→∞

1

t
ln | ∂

∂x
F (t;x0)|

Â ÷àñòíîñòè, åñëè çàäàíî íåëèíåéíîå ÎÄÓ ñ ãëàäêîé ôóíêöèåé f

dx

dt
= f (x)

è ðàññìàòðèâàåòñÿ îêðåñòíîñòü ñòàöèîíàðíîé òî÷êè x0 : f (x0) = 0:

d

dt
δx = f (x0 + δx)− f (x0) = f ′(x0)δx + O(δx2)

òîãäà ïðè ôèêñèðîâàííîì t è äîñòàòî÷íî ìàëîì íà÷àëüíîì îòêëîíå-

íèè δx0 âûïîëíÿåòñÿ

δx(t) ≈ δx0 · eλt, λ = f ′(x0)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé x̄(t) = F (t; x̄0) ïðè x̄ ∈ <n
(íàïðèìåð, ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèÿì ñèñòåìû ÎÄÓ) - â òàêîì ñëó-

÷àå ∂
∂x̄F (t; x̄0) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíûé îïåðàòîð (ò.å. ïðîèç-

âîäíàÿ ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ôðåøå), è åñòü ñìûñë ðàññìàòðèâàòü

åãî ñïåêòð - ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èëè, â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, ñèí-

ãóëÿðíûå ÷èñëà: {σi(t)}. Ñïåêòð Ëÿïóíîâà ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

{λi = limt→∞
1
t lnσi(t)}, ïîêàçàòåëåì ðàñõîæäåíèÿ òðàåêòîðèé áóäåò

íàèáîëüøåå ÷èñëî â ñïåêòðå.

Â ñëó÷àå ñèñòåìû ÎÄÓ ïî ñïåêòðó â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîé òî÷-

êè ìîæíî ñóäèòü î åå óñòîé÷èâîñòè (âñå ÷èñëà îòðèöàòåëüíû) èëè

íåóñòîé÷èâîñòè (âñå ÷èñëà ïîëîæèòåëüíû).
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